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AN ALTERNATIVE SOLUTION FOR INTERACTION OF FLEXURAL 







solved by using  the  eigenfunction expansion principles  together with  the Boundary  Integral 
Equation  technique.  The  linear  solution,  which  was  proposed  in  the  litterature  by  different 
authors  in  the  past,  is  explicitely  recovered.  For  the  second  order  problem,  a  new  original 
solution strategy is proposed and it was shown that, in the case of water waves, a well known 
semi-analytical solution is also recovered, proving the generality of the proposed approach.  
































( , ) 0










     






   
























It  is  important  to  mention  that,  in  the  case  of  the  flexural  gravity  waves,  the  BVP  (1)  the 












The constant   and the functions  ( , )v z  and  ( , )Q r  are specified for each particular 






principles.  We  start  by  assuming  that  all  the  quantities  of  interest  (velocity  potential,  plate 
deflection, pressure  ...) can be developed into a perturbation series with respect  to  the small 
parameter   chosen to be the wave steepness: 
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  (8) 
With respect to the body boundary condition and the quantity  (, , , )v a z  in (1) we should 
distinguish two types of problems namely: the radiation and the diffraction. In the case of the 








3. Solution methodology 
As already indicated, the soultion methodology is based on the use of the eigenfunction 
expansion  principles  which  are  employed  either  directly  or  through  the  definition  of  the 
corresponding Green's function in a way similar to [13]. In that respect we start by employing 
the  method  of  separating  variables  which,  for  the  flow  symmetric  with  respect  to  x   axis 
( 0  ), allows writing the solution in the following form: 
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r z r z m   (9) 
where  1m  for  0m  and  2m  for  0m . 
It can also be shown (e.g. [13]) that each Fourier mode  ( , )m r z  can be further developed 
into eigenfunction expansion in vertical direction as follows: 
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4( ) tanh     n n n HM D   (12) 
where  the notation  1 /  MM   and  / D gD  was  introduced  in order  to  simplify  the 
writing. 
The dispersion equation has two real roots ( 0 0 ,  0   ), infinite number of pure imaginary 
roots (  ,  0   n n nik k  ,  1, n ) and four complex roots ( 4 0 0 3 0 0 ,   ,       a ib a ib   
2 0 0 1 0 0 ,       a ib a ib   with  0 00 ,  0 a b ).  In  the  present  analysis  we  follow  the 
procedure from [8] and we restrict ourselves to the roots  2 1 0, , ,  ,  1,       n nik n . 
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This expression is valid for two arbitrary points  ( , , ) r zx  and  ( , , )  ξ  in the fluid 
( , ) 0  H z . For the sake of clarity, the total potential   is further decomposed in two parts 
   B Q  by defining the following BVP's: 
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plate  ends  (3).  The  potential  B   is  called  body  perturbation  potential  and  it  represents  the 
generic  linear  (first  order)  potential  with  homogeneous  condition  at  the  free  surface.  The 
potential  Q   is called  free surface perturbation potential and  it  satisfy  the nonhomogeneous 




The  solution  for  the  body  potential  B   will  be  obtained  using  two  different  methods 





shown  that  the  following  eigenfunction  expansion  can describe  any  particular  wave  system 
generated by the bottom mounted vertical circular cylinder: 
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where  ( , )mv a z  are the Fourier components of the body velocity. 
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By using the orthogonality properties (13) this can be rewritten in the form: 
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Knowing  that  ' tanh  k k kf H   and 
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The values of  2 /  Bm r z  and 
4 3/  Bm r z , at the connecting line  ( , 0)a , are unknown 
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When applying the edge conditions, and whatever the type of these conditions, the system 






1 2 3  m mJ J J   (26) 
4 5 6  m mJ J J   (27) 
where   ,  1,6nJ n  are the known coefficients [6]. 




After  applying  the  Green’s  theorem  to  the  unknown  velocity  potential  ( )B x   and  the 
Green's function  ( ; )G x ξ , the following Boundary Integral Equation can be written: 
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where  aS  denotes the surface of the cylinder  r a ,  FS  denotes the free surface  0z , 
and where  it was accounted for  the fact  that  the  integrals at  infinity and at  the sea bottom (
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point inside the cylinder [   ( 0) ]   r a , the following expression: 
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Since the above equation should be valid for any  r  and any  z  inside the cylinder, the 
only  solution  is  that  the  term  under  the  brackets  is  equal  to  zero.  This  leads  exactly  to  the 
equation (23) which proves that the two solutions are identical. 
4. Potential Q  
Due to the fact that the potential Q  satisfies the non homogeneous condition at the free 
surface, it is not possible to derive the explicit dependence of the velocity potential in radial 
direction.  However,  at  each  radial  distance  the  eigenfunction  expansions  in  vertical  and 
circumferental directions can be applied. In that respect we can write for the velocity potential 
at the cylinder surface ( r a ): 
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After using  the orthogonality of  the Fourier  series we can write  for a point  inside  the 
cylinder the following expression: 
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  Since this equation should be valid for any  r  and any  z  inside the cylinder, the only 
solution  is  that  the  term  under  the  brackets  is  equal  to  zero.  Furthermore,  knowing  that 
' tanh  k k kf H  and 
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The quantities  2 /  Qm r z  and 
4 3/  Qm r z , are evaluated in the same way as in the 
first order case i.e. through the application of the edge conditions. 
 
















In the case of the water waves we have  0M  and  0D  and, at the same time, the edge 
conditions (3) are no more relevant. With this in mind, the classical dispersion relation for water 
waves is easily recovered: 
tanh     H   (51) 
The solution of this equation gives one positive root ( 0 ) and an infinite number of purely 
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with  0 mk  for  0k . 
 
6. Conclusions 
We  presented  here  an  alternative  semi-analytical  method  for  the  solution  of  the 
interactions  in between  the  flexural gravity waves and  the bottom mounted vertical  circular 
cylinder.  The proposed  method covers both  the  linear  (body perturbation potential)  and  the 
higher order solution (free surface perturbation potential). The linear solution was obtained by 
two different methods namely direct eigenfunction expansion method and the boundary integral 
equation  method,  while  the  higher  order  solution  was  found  using  the  boundary  integral 
equation method only. For the linear case, it was shown that the final expressions are equivalent 
to other expressions proposed in the literature. The higher order solution for flexural gravity 
waves is new and was not reported before in the literature. 
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